Constructive semantic cut elimination

Olivier Hermant

November 5, 2006

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Elimination des coupures sémantique

correction
I AN "TEA
Gentzen complétude
Tait-Girard

Dowek-Werner

e A

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Elimination des coupures sémantique

correction
I AN "TEA
complétude

Gentzen
Tait-Girard
Dowek-Werner

e A

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Elimination des coupures sémantique

correction
M= A

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Elimination des coupures sémantique

correction
M= A »TEA

Complétude

X
. “@oﬁcr)(ection des
< tableaux
Tab(TOI-T
cf ’
re= A FOIFA) —©

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Elimination des coupures sémantique

correction
M= A ~TEA
Complétude
des
tableaux
[ Lef A . Tab (TOIFT,
correction des tableaux FOIFA)—o

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture

» Le calcul des séquents intuitionniste

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimi



Introduction

Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture
» Le calcul des séquents intuitionniste
» réécriture sur des termes:

x+0 — x

xx0 — 0

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimi



Introduction

Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture
» Le calcul des séquents intuitionniste
» réécriture sur des termes:

x+0 — x

xx0 — 0
» réécriture sur des propositions:

xxy=0 — x=0VvVy=0
P(0) — VxP(x)

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Déduction Modulo

Logique + Regles de Réécriture
» Le calcul des séquents intuitionniste
» réécriture sur des termes:

x+0 — x

xx0 — 0
» réécriture sur des propositions:

xxy=0 — x=0VvVy=0
P(0) — VxP(x)

» Puissance expressive: on peut transformer des axiomes en
regles de réécriture.
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Le calcul des séquents intuitionniste

_ aviom P IeEpP .
rLPHP r-e
rP,P-Q
mcontr—l r,LFQL_l
NPFRT,QFR r-p r-Q
V-l ——V-r ———V-r

NPvVQQFR rEPvQ r'EPvQ
r=p I',QI—F\’:>I NPFHQ ,
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Le calcul des séquents intuitionniste modulo
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rrang 8

par:
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Le calcul des séquents intuitionniste modulo

On remplace:
r=A r-B

rN-AAB

V-g (LJ)

par:
M-z A Nz B
M C

La condition C = A A B est un degré de liberté.

V-g (LJmod)C =g ANB
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The Intuitionnistic Sequent Calculus Modulo

maxiom P =R Q
NnP,QFR

F PR contr-l P = @

r-P QR

rSrR =-1P=Q=S

M{c/x}PFQ

3 IxP =5 R
LRFQ =R

NPQ IF'-P
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The Intuitionnistic Sequent Calculus Modulo

maxiom P=xQ
%contr—l P=x Q
TPRAR b ooy
Lie/xiPlQ {é/g}kpg Qo 3P =g R

NP TP
_ P =
- Q cut RQ

MnPFQ

rcs é—rPéQERS

I {t/x}P

rrR J-r 3xP = R
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Sémantique

Sémantiques intuitionnistes:

» structures de Kripke
Une structure de Kripke (KS) est un quadruplet (K, <, D, IF):
» K I'ensemble des mondes, ordonné partiellement par <
» D :a — Set une fonction monotone (interprete les termes).

» |- est une relation entre les mondes, qui vérifie entre autres:
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» A atomique: sia < B et alF A, alors G 1- A.
» alF P = Q ssi pour tout 3> «a si S IF P alors 3 1F Q.
» alFPVQssialF Poual Q.
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» A atomique: sia < B et alF A, alors G 1- A.
» alF P = Q ssi pour tout 3> «a si S IF P alors 3 1F Q.
» alFPVQssialF Poual Q.

» Contrainte supplémentaire en déduction modulo:

P=r Q@ implique alFP < alFQ
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Introduction
La méthode des tableaux

» Recherche de contre-modele

» algorithme de recherche exhaustive

» quelques regles:

FplF AV B
|
Tpl- AV B FplF A
— T~ |
TplFA Tpl-B Fpl- B
FplF A= B
|
TplFA=B TglF A
T~ |
TglFB Fql- A Fq - B

avec certaines conditions sur q.
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Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d'entiers pour les mondes.

TOIFAVB,FOIFC = A
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Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d'entiers pour les mondes.

TO-AVB,FOI-C= A
|
T1IFC
F1IFA

TOIFA TOIFB
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Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d'entiers pour les mondes.

TOIFAVB,FOIFC=A

|
T1IF C

F1IFA
TOIFA TOIFB

©
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Tableau: exemple 2
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FalF(A=B)=A=1B
|
T1IF (A= B)

|
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Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=B
|
Til-F (A= B)

|
FilFA= B

/\
FilFA TiIFB

|
Ti - (A= B)

Olivier Hermant Constructive semantic cut elimination



Introduction

Tableau: exemple 2

FalF(A=B)=A=B
|
Til-F (A= B)

|
FilFA= B

FilF A T, B
|
Ti - (A= B)
|
T - A

|
FulF B
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Tableau: exemple 2

FslF(A=B)=A=1B

|
Ti - (A= B)

HWA:B
FilF A T, B
ﬂW&iB)
n#%
mhs

FiilFA Ti1IFB

Olivier Hermant

Constructive semantic cut elimination



Introduction

Tableau: exemple 2

FslF(A=B)=A=1B
|

Ti - (A= B)
HWA:B
FilF A T, B
Ty I (L\ = B)
Tnlw A
Fi1 lw B

FulFA TulFB
|
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Tableau: exemple 2

FslF(A=B)=A=1B
|

Ti - (A= B)
HWA:B
FilF A T, B
Ty I (L\ = B)
Tnlw A
Fi1 lw B

FulFA TulFB
| |
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Complétude des tableaux

» Si la méthode de génération systématique échoue (ne termine
pas): a-t-on un contre-modele ?
» bien connu dans le calcul des séquents classique.
> définir un modele a partir d'une branche infinie: celle-ci vérifie
certaines propriétés.
» prouver que le modele est en accord avec la branche:

TplFP ssi pl-P

» en déduction modulo: prouver que le modele est un modele
des regles de réécriture.
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Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypotheése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* @ alors P > Q.

la méthode de tableaux est complete.
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Conditions sur les regles de réécriture

Sous I'hypotheése de confluence et pour:

» Une condition d'ordre: > est bien-fondé, possede la propriété
de la sous-formule, et si P —* @ alors P > Q.

» Une condition de positivité: si A — P alors P a des
occurrences d'atomes uniquement positives.

» Les deux conditions ensemble: R UR . A condition que ces
deux derniers soient compatibles.

> La regle:

ReR—-rVy (Vx(yex=Rex)=(ye R= (A= A)))

la méthode de tableaux est complete.
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Correction des tableaux

On prouve le théoréme suivant:

Theorem
Si le tableau de TO I-T, F() I- P est fermé, alors on peut en tirer
une preuve de [ I—% P.

» cela pose une difficulté: dans un tableau, on peut avoir

plusieurs formules “fausses”:
FOlI-PvVQ

Fo I:F P
FOIFQ
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Correction des tableaux

On prouve le théoréme suivant:

Theorem
Si le tableau de TO I-T, F() I- P est fermé, alors on peut en tirer
une preuve de [ I—% P.

» cela pose une difficulté: dans un tableau, on peut avoir

plusieurs formules “fausses”:
FOlI-PvVQ

Fo I:F P
FOIFQ

» on doit pouvoir dériver la régle suivante:

r-fAvB T4 AV C
r=f Av(BAC)
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:
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F= AV (BAC)
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

r-fAvB TS AV C
F= AV (BAC)

» facile avec la coupure:

rLAVB,AVCHR AV(BAC) T, AVBFRAVC
T,AVBFR AV(BAC) = AvVB

[Fr AV (BAC)

coupure

» Sans coupure, montrer le lemme:

MESAVB LS AV C
alors  T1,MFE AV (BAC)
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Contenu calculatoire

Revenons sur la regle:

ReR—-rVy (x(yex=Rex)=(ye R= (A= A)))

» ce ne peut pas étre un algorithme de normalisation.
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Contenu calculatoire

Revenons sur la regle:

ReR—-rVy (x(yex=Rex)=(ye R= (A= A)))

» ce ne peut pas étre un algorithme de normalisation.

» c'est grosso-modo la méthode des tableaux décrite.
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