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retrouvé par les regles de réécriture.

v

besoin d’'un équilibre : la Déduction Modulo.
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quantificateurs v, 3.
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Systémes de déduction : la logique

» logique du premier ordre: symboles de fonction, de prédicats
et des connecteurs logiques: A, V, =, -, ainsi que les
quantificateurs v, 3.

Pair(0)
Yn(Pair(n) = Impair(n+ 1))
Yn(Impair(n) = Pair(n + 1))

» un séquent :
hyp.  conc.
—_—
r - A
» et des regles pour les dériver: le calcul des séquents
(déduction naturelle)
» cadre ici présenté: logigue intuitionniste (classique, linéaire,
contraintes, ordre sup ...)



Systeme de Déduction : le calcul des séquents (LJ)

» Une régle de déduction:

I'rA I'rB
I'tAAB
> régles a gauche/a droite

axiome LArB lwAcou ure

TAFA T+rB P

'+A F»—BAd F,A,B»—CA
TrAAB rLArBrc 9

[,VxA[x],A[t] F B '+ A[x] )
T.VxA[X]+ B Y-g, t quelconque F»—VxA[x]v d, x libre
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A-d
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VxP(x) + P(0) VYxP(x) + P(1)
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xP00, PO) - PO) M TaxPC), P F PO)
YxP(x) + P(0) VYxP(x) + P(1) e

YXP(x) + P(0) A P(1)



Exemple: 2

VXP(x) + P(0) A P(1)



Exemple: 2

VxP(x), P(1), P(0) - P(0) A P(1) V-
VYxP(x), P(0) - P(0) A P(1) V-
VXP(x) - P(0) A P(1)




Exemple: 2

VxP(x), P(1), P(0) v P(0) VxP(x), P(1), P(0) - P(1) a)fiome

YxP(x), P(1), P(0) - P(0) A P(1) V- n-d
VxP(x), P(0) - P(0) A P(1)
VXP(x) + P(0) A P(1)

axiome

v-g



Exemple: 2

XIoMe 7 B x), (1), PO) - P(O)  VxP(x). P(1). P(0) + P(T) a’_‘iome

VxP(x), P(1), P(0) - P(0) A P(1) V- n-d
VxP(x), P(0) + P(0) A P(1)
VXxP(x) + P(0) A P(1)

v-g

» la premiére régle n’est pas forcément anodine: liberté des
variables.



Axiomes vs. réécriture

XxS(Y)=X+x*y

xxy=06©x=0vy=0)

Axiomes Réécriture

X+ SWy)=Sx+y) X+ S(y) - Sx+y)
X+0=x X+0—x
xx*x0=0 xx0—->0

X%*S() > X+Xxy
(xxy=0—->x=0vy=0)

Tr2+«2=4
T rAx2xx=4)

F4=4
FIAx@2xx=4)
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» Forme générale :
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v

utilisation : Si t = I, alors on le remplace par r, (+ unification)
regles de réécriture sur des termes :

v

X+ Sly) - S(x+y)

v

et sur des propositions :

xxy=0—->x=0vy=0

v

avantages : puissance, souplesse
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Déduction modulo : les régles de réécriture

» Forme générale :

I —>r
» utilisation : Si t = I, alors on le remplace par r, (+ unification)
» regles de réécriture sur des termes :

X+ Sly) - S(x+y)
» et sur des propositions :
xxy=0—->x=0vy=0

» avantages : puissance, souplesse

» on obtient une congruence modulo R (ensemble de regles,
choisi): =

> les reégles se transforment

axiome axiome, A = B

I[LArA devient T AB



Déduction modulo : le calcul des séquents modulo

maxmmeAEB
'rATr+B
T/\'dA/\B:C
I,B,A[t]+ C _
T.BrC V-g VXA[x] =B

IAFCT+B

I'erC

IA,B+-C
ID+C

I' Alx]
'+B

coupure A =B

AN-gAAB=D

V-d* VxA[x] = B




Exemple: 3
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PO — A
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YXP(x)r AAB
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Exemple: 3

» considérons le systéme R:

PO — A
P1) —» B

VxP(x), P(0)+ B VxP(x),P(1)+ B Vg
VXP(x) - A VxP(x) + B N i
VXP(X) - A A B '

v-d




Exemple: 3

» considérons le systéme R:

PO — A
P1) —» B
axiome axiome
Vg VYxP(x), P(0)+ B VYxP(x),P(1)+ B Vg

VxP(x) - A VYxP(x) + B
VxP(x)r AAB




La régle de coupure : le détour

INA+-BT+rC

B coupure,A =C

» onprouvel'+ A
» onprouve LA+ B
» onaprouvéI'+ B

v

correspond a I'application d’'un lemme.



Exemple: 4

» considérons le systeme R:

PO — A
P(1) —» B

YXP(x)r AAB



Exemple: 4

» considérons le systéeme R:

PO — A
P1) — B

VxP(x),ArAAB YXP(x)F A
VXP(x)-rAAB

coupure



Exemple: 4

» considérons le systeme R:

PO — A
P(1) —» B

AX.

¥YxP(x),P(O)+ A

VxP(x),A+AAB YXP(x)+ A
VxP(x)r AAB

v-d
coupure




Exemple: 4

» considérons le systeme R:

PO — A
P(1) —» B
AX.
AX. VxP(x), P(1),A + B Ve
VXP(x),A + A VxP(x),A+ B i

A-d

VxP(x),A+rAAB

AX.

VxP(x),P(0) - A

YXP(x)r A

VXP(x)rAAB

V-
coup



Exemple: 4

» considérons le systéme R:

PO — A
P1) —» B
AX.
AX. YxP(x), P(1),A+ B v-d AX.
g VxP(x),A + A V¥xP(x),A + B i VYxP(x), P(0) - A ved
A VXP(x),AF A A B VXPO) F A -

co
VxP(x)r AAB upure

» un détour “inutile”
» coupure sur n’importe quelle proposition!



La régle de coupure : le détour

IArBT+rC
I'rB

onprouve I, A+rBetl'+ A

» onaprouvél + B.

lemme : adapté pour un étre humain.

en pratique: pas adaptée a la démonstration automatique.

coupureA = C

v

v

v
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La régle de coupure : le détour

IArBT+rC
I'rB

» onprouveI,ArBetl'tA

» onaprouvél + B.

» lemme : adapté pour un étre humain.

» en pratique: pas adaptée a la démonstration automatique.

» en théorie: cohérence, normalisation de fonctions
(Curry-Howard) dépendent de son élimination.
» éliminer les coupures: un résultat central.

coupureA = C

I'rA > TrgA

» deux méthodes principales de démonstration :
> normalisation.
» méthodes sémantiques.
» en déduction modulo: indécidable, besoin de critéres
généraux (sur R)



La méthode de normalisation

v

Curry-Howard: preuves = programmes

v

propositions = types
dérivation d’'une preuve = arbre de typage

v

v

coeur des assistants de preuve (PVS, Coq, Isabelle, ...)
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quand un programme calcule, il élimine les coupures



La méthode de normalisation

v

Curry-Howard: preuves = programmes

v

propositions = types

v

dérivation d’'une preuve = arbre de typage

v

coeur des assistants de preuve (PVS, Coq, Isabelle, ...)

v

quand un programme calcule, il élimine les coupures

v

montrer que toutes les fonctions terminent leurs calculs.



La méthode sémantique

» on définit un espace sémantique (vérité). Ex: Alg. de Boole.
» on doit avoir correction/complétude
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correction
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complétude

Gentzen
Tait-Girard
Dowek-Werner

r|_cfA



La méthode sémantique

re A correction Ik A

Gentzen
Tait-Girard
Dowek-Werner
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Une sémantique pour la déduction modulo

Deux sémantiques possibles:

» structures de Kripke
Une structure de Kripke (KS) est un quadruplet (K, <, D, IF):

» K I'ensemble des mondes, ordonné partiellement par <
(passé, présent, futurs possibles: information partielle)

» D : a — Set une fonction monotone (domaine
d’interprétation).

» I est une relation entre mondes et propositions, qui vérifie
entre autres:



Une sémantique pour la déduction modulo

» P atomique: sia <Betar P,alorsg - P.
» oA = Bssipourtout>asif Aalors S I B.
»a+FAVBssiarAoual B.



Une sémantique pour la déduction modulo

v

P atomique: sia <Beta I+ P,alorsB I P.

al-A = Bssipourtoutg>asifi- Aalors S B.
a-AVBssiarAoual B.

Contrainte supplémentaire en déduction modulo:

v

\{

v

A=B implique a+rAsarB



CeA correction FeA

Gentzen
Tait-Girard
Dowek-Werner




correction

I'+A reA
© complétude
6@6?Yect|on
Cie |
3 tableaux
Y Tab (TO T,

FOFrA) —0



CeA correction Ik A

complétude
tableaux

Tab (TO + T,
correction tableaux FOIrA) —0

o 5 f\o(\e

00“\9\
r Fcf A
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La méthode des tableaux

» Recherche de contre-modele
» algorithme de recherche exhaustive
» quelques regles:

ForAvB
I
To+-AVB Fpir A
/\ |
Tp-A TpwrB For B
ForA =B
I
Tp-rA=B TgrA
/\ |
Tg+-B Fgir A Fgw+ B

avec certaines conditions sur q.



Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d’entiers pour les mondes.

On veut prouver “AvV B+ C = A”
TO-rAVvB,FOrC= A
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Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d’entiers pour les mondes.

TO-AVB,FOrC=A

T1iw+C

F1rA



Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d’entiers pour les mondes.

TOrAVB,FOrC= A
Ti+C
F1rA

TO-A TOwr B



Tableau: exemple 1

On choisit en général les séquences d’entiers pour les mondes.

TOrAVB,FOrC= A

T1|||—C
F1rA
TOrA TOwB

©



Tableau: exemple 2

On veut prouver “+ (A = B) = (A = B)”
Fr(A=>B)=A=8B



Tableau: exemple 2

Fobr(A=>B)=>A=8B

Ti (A= B)

FirA=B



Tableau: exemple 2

Fobr(A=>B)=>A=28B

Ty - (A= B)

FirA=B

FFrA Ti+B
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FFrA=B
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T1 - (A= B)



Tableau: exemple 2

Fr(A=>B)=A=B

Ti - (A= B)

Fi-rA=B

FiirA T+ B

T1 - (A= B)

T FA

F11 - B



Tableau: exemple 2

Fobr(A=>B)=>A=B

Ti (A= B)
Fi w/‘\ = B
FirA Ti-B
Ty - (/|\ = B)
T11|II—A
F11|II—B

Fi1+A Ty1+B



Tableau: exemple 2
Fobr(A=B)=A=8B

Ti+(A=B)

FfrA=8B

FirA TirB

Ti - (A= B)

T11 A

F11 - B

F11 A T11 - B

© O]



Tableau: exemple 2
Fobr(A=B)=A=8B

Ti-(A=B)
Fi-rA=2B
FirA Ti - B

|
Ti - (A= B)

Ti1 A

F11 - B

F11 - A T11 - B

o o) o)
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Complétude des tableaux

» Si la méthode de génération systématique échoue (ne
termine pas): génére-t-elle un contre-modéle ?
» bien connu dans le calcul des séquents classique.

» définir un modele a partir d’'une branche infinie: celle-ci vérifie
certaines propriétés.
» prouver que le modele est en accord avec la branche:

To-P ssi prP

» en déduction modulo: prouver que le modéle est un modéle
des regles de réécriture.
» point de vue constructif: s’il N’y a pas de contre-modeéle, la
méthode termine-t-elle ? (définition modifiée)



TOrA TOwrB

©
génére un contre-modéle. Nerf de la guerre: les propositions
atomiques (ext. par induction)



Conditions sur les régles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d’ordre: > est bien-fondé, posséde la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

la méthode de tableaux est compléte.
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Conditions sur les régles de réécriture

Sous I'hypothése de confluence et pour:

» Une condition d’ordre: > est bien-fondé, posséde la propriété
de la sous-formule, et si P —* Q alors P > Q.

» Une condition de positivité: si A — P alors P a des
occurrences d’atomes uniguement positives.

» Les deux conditions ensemble: R. U R,. A condition que ces
deux derniers soient compatibles.

» Laregle:

ReR->VYy(¥x(yex=Rex)=>(yeR=>(A=A))

la méthode de tableaux est compléte.
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Correction des tableaux

On prouve le théoréme suivant:

Theorem
Si le tableau de TQ  T', FO + P est fermé, alors on peut en tirer
une preuve de T+ P.

» cela pose une difficulté: dans un tableau, on peut avoir
plusieurs formules “fausses”:
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|
Fo - P
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Correction des tableaux

On prouve le théoréme suivant:

Theorem
Si le tableau de TQ  T', FO + P est fermé, alors on peut en tirer
une preuve de T+ P.

» cela pose une difficulté: dans un tableau, on peut avoir
plusieurs formules “fausses”:

ForPvVvQ

|
Fo - P

|
FOorQ

» on doit pouvoir dériver la régle suivante:

I'tete AVB Ty AVC
't AV(BAC)
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

't AVB TrsAVC
I'res AV(BAC)

» facile avec la coupure:

T,AVB,AVCrAV(BAC) T,AVBrAVC
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» on doit pouvoir dériver la regle suivante:

't AVB TrsAVC
I'res AV(BAC)

» facile avec la coupure:

T,AVB,AVCrAV(BAC) T,AVBrAVC
T AVBFAV(BAC) I'rAvB

I'rAv(BAC)

coupure

» Sans coupure, montrer le lemme:

I'i+sAVB Iors AV C
alors I',ToktgsAV(BAC)



Contenu calculatoire: quel algorithmes ?

Revenons sur la regle:

ReR->Vy(¥x(yex=Rex)=>(eR=(A>=A))

» ce ne peut pas étre un algorithme de normalisation.



Contenu calculatoire: quel algorithmes ?

Revenons sur la regle:

ReR->Vy(¥x(yex=Rex)=>(eR=(A>=A))

» ce ne peut pas étre un algorithme de normalisation.
» c’est grosso-modo la méthode des tableaux décrite.
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correction

I'+A reA
Gentzen
Tait-Girard complétude
Dowek-Werner tableaux
Do A correctiontableaux

» Ce diagramme ne commute pas.

» Cependant tout n'est pas perdu: les méthodes de
normalisation “générent” certaines méthodes sémantiques
[Dowek - Hermant]
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